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Percolation de Bernoulli par aréte sur le réseau carré
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Percolation par aréte sur le réseau carré
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Le courant passe



PERCOLATION PROCESSES
1. CRYSTALS AND MAZES

By 8. R. BROADBENT anp J. M. HAMMERSLEY
Received 15 August 1956

ABSTRACT. The paper studios, in a general way, how the random properties of a ‘medium’
influence the percolation of a ‘fluid’ through it. The treatment differs from conventional diffu-
sion theory, in which it is the random properties of the fluid that matter. Fluid and medium
bear general interpretations: for example, solute diffusing through solvent, electrons migrating
over an atomic lattice, molecules pensetrating a porous solid, disease infecting a community, etc.
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Harmonique sphérique de degré 80
(polynome homogene et harmonique)
Image : Alex Barnett
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Champ de Bargmann-Fock
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Polynoéme homogéne de degré 50
Image : Vincent Beffara
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Polynéme homogéne de degré 300
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Polynome homogéne de degré 1000
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ome homogene de degré 20000
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Champ de Bargmann-Fock
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Image Alejandro Rivera




Question générale

f:R? = {— +} aléatoire, de mesure invariante par translations

m

1
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Question générale

f:R? = {— +} aléatoire, de mesure invariante par translations

m
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lim sup Prob (traversée continue positive) > 07
n,Mm—00
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Trop facile

An

Prob —
n,A—00
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Trop difficile

n
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Le bon équilibre

nk
R est un rectangle fixé.

lim sup Prob (traversée continue positive de nR) >0 7
n—oo
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Tentative naive pour Bernoulli
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Tentative naive pour Bernoulli
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Tentative naive pour Bernoulli

i

n

n

1
Prob(traversée positive) > on oo 0

25 /67



Tentative naive pour Bernoulli

i

n
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1
Prob(traversée positive) > on oo 0

Combinatoire :
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Tentative naive pour Bernoulli

i

n

n

1
Prob(traversée positive) > on oo 0

Combinatoire : impasse.
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Tentative naive pour les fonctions

{y >0}
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Tentative naive pour les fonctions

{y >0}

> f=ay+ g, a€R aléatoire, g perturbation aléatoire.
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Tentative naive pour les fonctions

0 {y >0}

> f=ay+ g, a€R aléatoire, g perturbation aléatoire.
» a > 1 et g petite sur [0,n] = {f > 0} traverse nR
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{ay+g >0}

T T~ —
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{ay+g >0}

T T~ —

» Supposons que f(x) est quasiment indépendant de f(y) si
|z —y| > 1
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{ay+g > 0}

T T~ —

n

» Supposons que f(x) est quasiment indépendant de f(y) si
|z —y| > 1
> alors

Prob (g petite sur [0,n])
< Prob (g petite sur U [2i,2i + 1])

0<2i<n
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{ay+g > 0}

T T~ —

n

» Supposons que f(x) est quasiment indépendant de f(y) si
|z —y| > 1
> alors

Prob (g petite sur [0,n])
Prob (g petite sur U [2i,2i + 1])
0<2i<n

~ HProb (g petite sur [2,2i + 1])
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{ay+g >0}

T T~ —

n

» Supposons que f(x) est quasiment indépendant de f(y) si
|z —y| > 1
> alors

Prob (g petite sur [0,n])
Prob (g petite sur U [2i,2i + 1])
0<2i<n

~ HProb (g petite sur [2,2i + 1])

7

IN

n/2

= (Prob (g petite sur [0,1])"" —, 0
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La topologie a l'aide
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Carrés
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Carrés

Prob f\/—\ +  Prob

Si la mesure de f est invariante par :
> symmetrie + et —

P> symimetrie entre les coordonnées x; and o
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Carrés
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Si la mesure de f est invariante par :

> symmetrie + et —

P> symimetrie entre les coordonnées x; and o

alors les deux probabilités sont égales
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Carrés

Prob f\/—\ +  Prob

Si la mesure de f est invariante par :

> symmetrie + et —
P> symimetrie entre les coordonnées x; and o

alors les deux probabilités sont égales, donc égales a 1/2.
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Un bon début

n

n

1
Vn, Prob (traversée positive du carré) = 3
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Théoréme (Russo, Seymour-Welsh 1978) Soit R C R? un
rectangle. Alors

lim inf Prob (traversée positive de nR) > 0.
n—oo
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Question : Soit f : R? — R une fonction lisse aléatoire, de
mesure invariante par translations, par le signe et par échange
des coordonnées. Soit R C R?. A-t-on

lim inf Prob ({f > 0} traverse nR) >0 ?
n— oo
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Exemple trivial

1 avec probabilité %

~
I

—1 avec probabilité %
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Exemple trivial

1 avec probabilité

N[ =

f=

N[ =

—1 avec probabilité

o 1
hnniggf Prob ({f > 0} traverse nR) = 3> 0.
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Deux modéles universels d’origine géométrique
» Les ondes planes (origine riemannienne)

» Le modeéle de Bargmann-Fock (origine algébrique)
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Les ondes planes

35/67

> f(r,0) =2

s ’:,"‘,. 2D

GO
Barnett, Bogomolny-Schmidt

00 a
m=—oo M

mesure N(0,1)

J\m\(T)eimg, (@m)m indépendantes de



Les ondes planes

s &%3?:

RDIDG

GO
Barnett, Bogomolny-Schmidt
> f(r,0) =3 mdj(r)e™, (am)m indépendantes de
mesure N(0,1)
> Af = f équation de Helmholtz ;
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Les ondes planes

Barnett, Bogomolny—Schmldt

> f(r0) =3 oo Gmd (T 7)™ (am)m indépendantes de
mesure N(0,1)

> Af = f équation de Helmholtz;

» modéle limite pour les harmonique sphériques ;
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Les ondes planes

35/67

>

v

Barnett, Bogomolny—Schmldt

f(r0) =30 am (7 7)™ (am)m indépendantes de
mesure N(0,1)

Af = f équation de Helmholtz;

modeéle limite pour les harmonique sphériques;

modeéle limite pour les fonctions propres du laplacien sur
une variété compacte riemanienne.



Conjecture (Bogomolny-Schmidt 2007) Le modéle des ondes
planes doit satisfaire la propriété de Russo-Seymour-Welsh.
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Le modele de Bargmann-Fock
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Le modele de Bargmann-Fock

2 > flfﬁj
1, a2) = e 17l aij 2
J

NG

i.j=0

> Modéle limite pour les polynémes pour la mesure de
Fubini-Study complexe (aka Kostlan).

37/67



Le modele de Bargmann-Fock

2 > fzf,C]
1, a2) = e 17l aij 2
J

il
520 Vilg!
> Modéle limite pour les polynémes pour la mesure de

Fubini-Study complexe (aka Kostlan).

» Universel du point de vue de la geometrie algébrique
complexe.

37/67



Les origines algébriques

> Mesure de Kostlan ou Fubini-Study complexe :
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Les origines algébriques

> Mesure de Kostlan ou Fubini-Study complexe :

10 vi1 vi2

P = o XO Xl X2
= Aijgiqig I
i0+i1+i2=d 0-F102

avec a;y4,4, indépendante et suivant une loi normale
standard.
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Les origines algébriques

> Mesure de Kostlan ou Fubini-Study complexe :

10 vi1 vi2
P T a DX
- 101112 — )
. Vipliqlio!
io+i1+io=d 0:517%2

avec a;y4,4, indépendante et suivant une loi normale
standard.

» C’est la mesure gaussienne associée au produit L? suivant :

P(2)Q(2)

<P7Q>FS:/ 1Z]% dvolpg.

cpr
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Rééchelonnage par v/d au point [1:0:0] :

]
1 Ty @ szle

EP<1 "V ﬁ) o Z,;O%W'
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Echelles :

» Pour un polynéme de degré d, I’échelle naturelle est 1/ Vi,
donc une échelle "grande" est 1.

» Pour le modéle limite Bargmann-Fock, 1’échelle naturelle
est 1.
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Echelles :

» Pour un polynéme de degré d, I’échelle naturelle est 1/ Vi,
donc une échelle "grande" est 1.

» Pour le modéle limite Bargmann-Fock, 1’échelle naturelle
est 1.

» La percolation étudie le comportement de {f > 0} aux
grandes échelles.
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Théoréme (Beffara-G 2016) Le modéle Bargmann-Fock
satisfait la condition de Russo-Seymour-Welsh : pour tout

rectangle R C R?,

lirginf Prob ({f > 0} traverse nR) > 0.
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Corollaire Pour Bargmann-Fock,

1
Ja >0, Vn > 1, Prob (un bras positif) < —.
n
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Ne pas confondre avec

lim inf,, o Prob
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Corollaire (Alexander 1996) Presque strement il n’y a pas de
composantes infinie de {f > 0}.
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Retour aux polynomes

Théoréme (Belyaev-Muirhead-Wigman 2017) Soit R C S? un
rectangle topologique. Alors

lim inf Prob ({P > 0} traverse R) > 0.
d—ro0
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Pourquoi Bargmann-Fock et pas les ondes planes?

Soit f:R? = R

» un champ Gaussien : en particulier

vz € R?, f(x) ~ N(0,1)
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Pourquoi Bargmann-Fock et pas les ondes planes?

Soit f:R? = R
» un champ Gaussien : en particulier

vz € R?, f(x) ~ N(0,1)

P> presque sirement lisse
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Pourquoi Bargmann-Fock et pas les ondes planes?

Soit f:R? = R

» un champ Gaussien : en particulier

vz € R?, f(x) ~ N(0,1)

P> presque sirement lisse

» de fonction de corrélation

e(z,y) == E(f(x)f(y)) = k(lz — yl])-
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Exemple :
Prob(f(z) >0 f(y) > 0) = % + %arcsin(e(x,y)).

Ceci implique
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Exemple :
Prob(f(z) >0 f(y) > 0) = % + %arcsin(e(x,y)).

Ceci implique

» Sie(z,y) — 0 alors sign f(x) devient indépendant de

sign. f(y).
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Exemple :
Prob(f(z) >0 f(y) > 0) = % + %arcsin(e(x,y)).

Ceci implique
» Sie(x,y) — 0 alors sign f(z) devient indépendant de
sign. f(y)-
» Sie > 0 alors sign f(x) est positivement corrélé avec
sign f(y).
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Bargmann-Fock

.%'1[172 z||?
1‘1,.’172 § az] ~ il

1,j=0
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Bargmann-Fock

.%' HJ 2
1 2 T
1‘1,.7}2 E Qi ’L' ' ~llll
i.7=0 ]

La fonction de corrélation vaut

e(z,y) = exp(~[lz — y||?).
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Bargmann-Fock

.%' x 2
1 2 T
le,xg E Qi ’L' ' =l
i.7=0 ]

La fonction de corrélation vaut
e(z,y) = exp(—|lz — y||?).

Deux vertus partagées avec Bernoulli :
1. positivité

2. décroissance rapide — faible dépendance
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Ondes planes

o0

f(r,0) = Z amJ|m|(r)eim0

m=—0Q

La fonction de corrélation vaut

e(z,y) = Jo(llx = yl)
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Ondes planes

o0

f(r,0) = Z amJ|m|(r)eim9

m=—0Q

La fonction de corrélation vaut

e(z,y) = Jo(llx = yl)

Deux plaies :
1. change de signe

2. décroit lentement — dépendance forte
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Une décorrélation forte n’est pas suffisante...
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Une décorrélation forte n’est pas suffisante...
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Une décorrélation forte n’est pas suffisante...

... en raison du prolongement analytique.
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Solution : floutage par discrétisation

» 7 = réseau triangulaire,

> V = ses sommets,

> sign fiy, 1V — {£1}.

» Percolation par site : 'aréte est positive ssi ses extrémités
sont positives.
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Peut-on faire confiance & la discrétisation ?
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Peut-on faire confiance & la discrétisation ?

1. Si T est trop grossier, alors non.
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Peut-on faire confiance & la discrétisation ?

1. Si T est trop grossier, alors non.

2. Si T est trés fin, alors oui, mais on a de plus en plus
d’informations sur le signe de f...
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Peut-on faire confiance & la discrétisation ?

1. Si T est trop grossier, alors non.

2. Si T est trés fin, alors oui, mais on a de plus en plus
d’informations sur le signe de f... la dépendence revient.
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Donc deux questions

nR’
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Donc deux questions

nR'

n

1. Si l’on veut une probabilité proche de 1 d’avoir une bonne
discrétisation & une échelle n, quelle maille faut-il prendre
pour le réseau T en fonction de n?
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Donc deux questions

nR'

n

1. Si l’on veut une probabilité proche de 1 d’avoir une bonne
discrétisation & une échelle n, quelle maille faut-il prendre
pour le réseau T en fonction de n?

2. Ce rafinement fait exploser 'information dans le rectangle
nR. Est-ce que ¢ca menace la quasi indépendance avec un
autre rectangle nR’?
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Le cotit de la discrétisation

Théoréme (Beffara-G 2016) Dans [0, n]?, avec probabilité
proche de 1,

traversées continues

=

) 1
traversées discrétes dans ng.
n
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Le cotit de la discrétisation

Théoréme (Beffara-G 2016) Dans [0, n]?, avec probabilité
proche de 1,

traversées continues

=

traversées discrétes dans — 7.
n

Idée de la démonstration :

1. Equivalence si les lignes nodales ne croisent pas deux fois
une aréte de la boite;
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Idée de la démonstration :
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2. ce mauvais événement ne survient que trés rarement si les
arétes sont suffisamment petites ;
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Le cotit de la discrétisation

Théoréme (Beffara-G 2016) Dans [0, n]?, avec probabilité
proche de 1,

traversées continues

=

) 1
traversées discrétes dans ng.
n

Idée de la démonstration :

1. Equivalence si les lignes nodales ne croisent pas deux fois
une aréte de la boite;

2. ce mauvais événement ne survient que trés rarement si les
arétes sont suffisamment petites ;

3. Utilise un résultat de Marek Kac de 1943 sur le nombre
moyen de zéros d’une fonction aléatoire sur 'aréte.
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Quasi indépendance

Théoréme (Beffara-G 2016 - )
Soit f:V — R et R, R’ deux rectangles disjoints :

dépendance(R, R') :=
max |Prob (A et A’) — Prob A Prob A’|

A traversée de R
A’ traversée de R’
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Quasi indépendance
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Soit f:V — R et R, R’ deux rectangles disjoints :

dépendance(R, R') :=
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A traversée de R
A’ traversée de R’

<

(# sommets dans R et R/)8/5 max le(z, y)‘l/s-
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Quasi indépendance

Théoréme (Beffara-G 2016 - Piterbarg 1982)
Soit f:V — R et R, R’ deux rectangles disjoints :

dépendance(R, R') :=
max |Prob (A et A’) — Prob A Prob A’|

A traversée de R
A’ traversée de R’

<

(# sommets dans R et R/)8/5 max le(z, y)‘l/s-
Te
yeR'
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Quasi indépendance

Théoréme (Beffara-G 2016 - Piterbarg 1982)
Soit f:V — R et R, R’ deux rectangles disjoints :

dépendance(R, R') :=
max |Prob (A et A’) — Prob A Prob A’|

A traversée de R
A’ traversée de R’

<

(# sommets dans R et R/)8/5 max le(z, y)‘l/s-
Te
yeR'

Information versus oubli
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Quasi indépendance

Théoréme (Beffara-G 2016 - Piterbarg 1982)
Soit f:V — R et R, R’ deux rectangles disjoints :

dépendance(R, R') :=
max |Prob (A et A’) — Prob A Prob A’|

A traversée de R
A’ traversée de R’

<

(# sommets dans R et R’)8/5 max le(z, y)‘l/s-
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Information versus oubli

Pour notre discretisation appliquée & Bargmann-Fock, cela
donne ,
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Quasi indépendance

Théoréme (Beffara-G 2016 - Piterbarg 1982)
Soit f:V — R et R, R’ deux rectangles disjoints :

dépendance(R, R') :=
max |Prob (A et A’) — Prob A Prob A’|

A traversée de R
A’ traversée de R’

<

(# sommets dans R et R’)8/5 max le(z, y)‘l/s-
Te
yeR'

Information versus oubli

Pour notre discretisation appliquée & Bargmann-Fock, cela
donne ]
dependence(nR,nR') < n32e /5 — 0.

n—0o0
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Seconde vertu pour Bargmann-Fock

7&

FKG (Fortuin-Kasteleyn-Ginibre) implique

Prob (traversée positive de R et traversée positive de R’)
>

Prob(traversée positive de R) . Prob(traversée positive de R').
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Prob > Frob

Prob /\%

= Prob (traversée positive du rectangle)?

X Prob

v



RSW+FKG

—— TN
| A
Y 3\
Y .“.‘
w
| J
|
| \
\\ n \
N~ —— _///
n

Prob (circuit) > Prob (traversée positive du rectangle)®
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RSW-+FKG+tfaible dépendance

Prob < —.
o
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Prob ¢

[

')'H—lt(

Prob| %0 < k < lthg(’;) NO
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Prob ¢

[/

')'H—lt(

Prob| w0 < k < lthg(’;) NO

n 4
~ _ \loga(F) — (= logy(1—c)
~ (1 C) £ (n) .
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Théoréme (Loren Pitt 1982) Pour les fonctions gaussiennes,

FKG < fonction de corrélation positive.
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Théoréme (Tassion 2016) Soit une famille de modéles
satisfaisant :

1. FKG;
2. uniforme traversée des carrés;
3. uniforme quasi indépendance;

Alors la famille satisfait RSW de fagon uniforme (les
probabilités de traversées sont uniformément minorées).



Théoréme (Tassion 2016) Soit une famille de modéles
satisfaisant :

1. FKG;
2. uniforme traversée des carrés;
3. uniforme quasi indépendance;

Alors la famille satisfait RSW de fagon uniforme (les
probabilités de traversées sont uniformément minorées).

Démonstration pour Bargmann-Fock. A toute échelle n,

la discretisation fournit un modéle. On applique le théoréme
précédent pour toutes les échelles.
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Rappel

Conjecture (Bogomolny-Schmidt 2007) Le modéle des ondes
planes doit satisfaire la propriété de Russo-Seymour-Welsh.
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